GRUPO 2M4 CALcULO Facultad de Informdtica (UPM)
12 - Abril - 2011 Tiempo: 2 horas

EXAMEN: Sucesiones, series e integracion

1. (1pto.) Calcular el limite de la sucesién con término general a,, = log (2—:‘) cos(n® +7)
(log es el logaritmo neperiano)
SOLUCION

. . n+4\ _ s n+4\|_ _ . 2
Calculamos primero el 111_{{)10 log (E) = log ALn; (n+2)]—1og[1] = 0. Por otra parte la funcién

Coseno esta acotada con |cos x| < 1,Vx € R. Esto nos permite concluir que

lim 1 (n+4) M®+7) =0
nl_)l’{)lo og nt2 cos(n =
2. (2 ptos.) Calcular el limite de la sucesién con término general: a, =

SOLUCION

n2+1
2n+4) 2n
2n-1
indeterminacidn la resolvemos con el nimero e como sigue
2

nc+1 2 2
— . 2n+4 n“+1 . 5 \n“+1
lima, = lim (2n+4) mo— ex}l—»rgo(ZH—l_l) n :er}l—glo(Zn—l) 2 =1e5
n—-oo n—oo 2n—1

y, al tomar limites es lima,, = 1®. Esta

n—oo

Expresamos el término general como a,, = (

3. (1 pto.) Determinar la convergencia de la serie Z;’l‘;lm

SOLUCION

- - 1 -
La comparamos en el limite con la serie divergente Y., ; - Calculamos, entonces el limite
1

. v 1 2 . . . 1 . .
lim L0+ 1)(n+ )= lim = =lim —-lim =1>0. Esto demuestra la divergencia de la
n-oco u n—-oo \/(n+1)(n+2) n-—oo Jn2+3n+2 n-oo 1+§+iz
n n
serie dada.

n!

4. (2,5 ptos.) Dada la serie de potencias Z,‘f:lm (g)n, se pide: a) (0,2ptos.)
determinar su centro y sus coeficientes, b) (1 pto.) calcular su radio de convergencia,
c) (0,2 ptos.) calcular su intervalo de convergencia absoluta, d) (0,2 ptos.) calcular su
intervalo de convergencia y e) (0,2 ptos.) decir donde es divergente. f) (0,7 ptos.)
Analizar la convergencia de la serie en el extremo superior del intervalo de
convergencia.

SOLUCION

27!

a) Laserie esta centrada en a=0y los coeficientes son a, = 35D
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b)

d)
e)

f)

lan+1l _

El radio de convergencia se obtiene con la férmula de D’Alambert como S|gue == lim = =

n-ooo |an|
lim 1-3-5:-(2n—-1) (n+1)! 20 i (n+1) 1
nooo 1:3:52n+1)  nl 20+l o 2-(2n+1)_4'

Por lo que el radio vale R=4
CA=(—4,4)

C=(—4,4)

La serie diverge en(—o0, —4) U (4, )

| i
Estudiemos la serie para x = 4, Zﬁ:l#{zn—l) (4) =)o 1#(2711)2” Se trata de una

n!

anes _ 1:3:5@2n-1)
1-3-5-:(2n—1)

T 1.3:5--(2n+1)

serie de términos positivos con a,, = 2". Por otra parte

(n+1)! 271 2.(n+1) 14
n! 2n (2n+1) 2n +1
términos positivos y monétona creciente, con lo cual lim a,, > 0. Esto Gltimo demuestra que la serie no
n-oo

> 1. Portanto a1 > a, > -+ > a; = 2,tratandose de una sucesién de

es convergente.

3x2-2x+7

5. (2 ptos.) Calcular la siguiente integral indefinida:fm

SOLUCION

. 3x2-2x+7 _ x+1 2 3x2-2x+7 o x+1
La DFS del integrando es 215)=3) 249 + 3y N lo que | 215)(—3) f(x2+5)
2x—3dx, pero Zy—3dx=logr—32+c, y

1 1 2 % VRN
f(x2+5)dx— /Zf(x2+5) /5 (( )2 )dx =log(x? +5) /2 + /Stan =tk
2x+7 N a2 2 1y, .5 1%

Entonces f—( Y dx=log(x — 3)* + log(x“ +5) /2 + /5tan \/§+k

6. (1,5 ptos.) Calcular el area bajo la grafica de g(x) = log4x sobre el intervalo E,ﬂ

SOLUCION

1 . . .
Como g'(x) = -> 0,Vx > 0, la funcién es creciente en su dominio (0, +c0). Y como

g G) =log1 = 0, la funcidn es positiva en el intervalo dado E,ﬂ. Por tanto el area pedida se
e

calcula con la integral definida fflog 4x dx. Calculemos primero por partes la integral
4

X

[log4x dx = {u = log4x  du __} =xlog4x — [dx = xlogdx —x +k
V=X dv =dx

Y, entonces Area= f1 log4x dx = xlog4x — x]% =
4

+

Y
I

e
4

.M»-\.Mm
-Plfb

EXAMEN: Sucesiones, series e integracion

1. (1pto.) Calcular el limite de la sucesion con término general:

31 log( ) sin(n® +5) (log es el logaritmo neperiano y sines el Seno)
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SOLUCION
Calculamos primero el lim log (n—”’) = log | lim (H—H)]:log[l] = 0. Por otra parte la funcién Seno
n-oo n+2 n-oo \n+2

estd acotada con |sin x| < 1,Vx € R. Esto nos permite concluir que

lim 1 (n+3) in(n® +5) = 0
nmog n+2 sin(n =

n
2. (2 ptos.) Calcular el limite de la sucesion con término general: a,, = (\/n2 + 2n — n)

SOLUCION

La base del término general converge a

VnZ+2n—n)(Vn2+2n+n n L,
lim Vvn? 4+ 2n —n = lim ( )( ) = lim ——— =1, y, al tomar limites es
n-o n-o VnZ+2n+n n-onZ+2n+n
lima, = 1%. Esta indeterminacidn la resolvemos con el nimero e como sigue
n—-oo

. (\/mfn)( n2+2n+n)
n . [ o 1
lima, = lim (\/ n+2n— n) = enh—@o( ni+2n-n 1)n=e“1*n‘[’l° VnZ+2n+n =1

n—-oo n-oo \/E

3. (1 pto.) Determinar la convergencia de la serie ¥ ; v———
( p ) g En—lm

SOLUCION

n 1 1 .
~—2> Yim—1—3, que es divergente.

n
3 ~ " s
\V8n5+7 2n3  n3 n3

La comparamos en el limite con la serie <

n

3

V8n5+7 - llm
— n—oo

5 31
( - ) =5>O. Esto demuestra la divergencia de la serie dada.

Entonces Kllm S5

(UL R

n

n!

n
4. (2,5 ptos.) Dada la serie de potencias Z;’l‘;lm (g) , se pide: a) (0,2ptos.)

determinar su centro y sus coeficientes, b) (1 pto.) calcular su radio de convergencia, c)
(0,2 ptos.) calcular su intervalo de convergencia absoluta, d) (0,2 ptos.) calcular su
intervalo de convergencia y e) (0,2 ptos.) decir donde es divergente. f) (0,7 ptos.)
Analizar la convergencia de la serie en el extremo superior del intervalo de convergencia.

SOLUCION
; . _ - _ 2™
g) Laserie esta centrada en a=0y los coeficientes son a,, = 135D
h) Elradio de convergencia se obtiene con la férmula de D’Alambert como sigue % = lim % =
n-oo n

lim 1-3-5--(2n—1) . (n+1)! _1= . (n+1) =l
nooo 1:3:5--(2n+1) n! 20+l 150 2-(2n+1) 47
Por lo que el radio vale R=4

i) CA=(—4,4)

) C=(-44)

k) La serie diverge en(—o0, —4) U (4, )
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. . ! 4 !
[) Estudiemos la serie para x = 4, Zﬁ:l#&nl)( ) =)o 1#(2111)2" Se trata de una

. . . s n! An+1 _ 1-3-5-+(2n—-1)
serie de términos positivos con a,, = T35-@n-D) 2". Por otra parte =2t 4y 135-@ntD)
tD!2M 2(ntD)_, n

n! 2n (2n+1) 2n+1

términos positivos y monétona creciente, con lo cual lim a,, > 0. Esto Gltimo demuestra que la serie no
n-oo

> 1. Portanto a4+ > a, > -+ > a; = 2,tratandose de una sucesién de

es convergente.

3x%-2x+7

e

5. (2 ptos.) Calcular la siguiente integral indefinida: [

SOLUCION

3x2-2x+7 _ _x+1 n 2
(x245)(x—-3)  (x2+45)  (x=3)
2x—3dx, pero Zy—3dx=logr—32+c, y

3x%2-2x+7 -f x+1
(x2+5)(x=3) Y (x2+5)

conlo que [

La DFS del integrando es

1
11 \/_ Vs _ 2 1, + V5 -1X
f(xz+5) /2 f (xz+5) /5 ((%)2+1) dx=log(x* +5) 72 + /5 tan 7 + k.
dx=log(x — 3)% + log(x2 + 5)'/2 + \/3/5 tan~! % +k

2x+7

Entonces IW

6. (1,5 ptos.) Calcular el drea bajo la grafica de g(x) = logx sobre el intervalo [1,e]

SOLUCION

Como g'(x) = % > 0,Vx > 0, la funcién es creciente en su dominio (0, +c0). Y como

g(1) =log1 = 0, la funcidn es positiva en el intervalo dado [1, e]. Por tanto el drea pedida se
calcula con la integral definida fe log x dx. Calculemos primero por partes la integral

flogxdx={ =logx du=
v=x dv—dx

Y, entonces Area:flelogx dx =1

dx

}—xlogx—fdx—xlogx—x+k



